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Lineare Algebra und analytische Geometrie

Vektoren und ihre Eigenschaften
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Dieses Skript fiihrt Inre Lernenden wie e
Geometrie in der Oberstufe. Sie lernen Vel
toren und liberprifen die lineare Abhangigk
sind mit ausflhrlichen Beisai

w. Unabhangigkeit von Vektoren. Alle Verfahren
ad bilden ein kompaktes Nachschlagewerk fiir die

kommenden Jahre.

Klassens
Dauer L4 Unterrichtsstunden (Minimalplan 9)
Kompet athematisch argumentieren (K1), Probleme mathematisch losen

), mathematische Darstellungen verwenden (K4), mit symbo-

ischen, formalen und technischen Elementen der Mathematik

umgehen (K5)

Inhalt: Vektoren und ihre Eigenschaften, Rechnen mit Vektoren, Addition
von Vektoren, Multiplikation mit Skalaren, Lineare Abhdngigkeit
und Unabhangigkeit
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Auf einen Blick

Vorwissen aus der Mittelstufe 1
Thema: Vorwissen aktivieren

M1 Schragbilder von Kérpern

Einstieg in die Analytische Geometrie

Thema: Das dreidimensionale Koordinatensyste
M2 Vom zwei- zum dreidimensiona

Thema: Vektoren und ihre Eigenschaften

M3 Definition und Darstell
M 4 Wichtige Begriffe zu V

Thema: Rechnen mit Vek

M5 Rechnen mit Vekt
M6 Rechengesetze
M7 Vektorzi ionen von Vektoren

Vorwissen aus der.

Thema:
M8 ¥Systeme: Vorwissen aktivieren
Thema: inearen Abhdngigkeit und Unabhangigkeit

Abhangigkeit und Unabhangigkeit

Wissen differenziert liberpriifen

Aufgaben fr eine schriftliche Leistungskontrolle
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Minimalplan

Die Zeit ist knapp? Dann geben Sie die fiir Ihre Lerngruppe geeigneten Materialien zum haus-
lichen Durcharbeiten aus und besprechen im Unterricht die aufgetretenen Fragen. Das Zeichne
der Schragbilder in M 1 sollte ohne Schwierigkeiten zu Hause durchfiihrbar sein, ebenso die A
gaben aus M 2 und M 3. Die Herleitung der Rechengesetze in M 6 konnen Sie Uberspringen. Das
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M1 Vorwissen aktivieren: Schragbilder von Kdrpern

Aufgabe 1
Ergdnzen Sie die beiden Schragbilder.

Aufgabe 2
Ergdnzen Sie jeweils zu einem Schragbild einer,

ramide mit quadrat rundflache.
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Aufgabe 3

Erganzen Sj s sich ein S@dgbild von einem Schloss mit Tordurchfahrt und zwei pyramiden-
formigegffurm rn ergibt. Di derseite des Schlosses und die Fahnen, die auf den Spitzen der
Tar en, sind its of chnet.

[ ] |
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Definition und Darstellung von Vektoren

Sie haben bereits unwissentlich mit Vektoren zu tun gehabt. Namlich, als Sie Verschiebungen von
Figuren durchgefihrt haben.

Aufgabe 1
Verschieben Sie das abgebildete Dreieck um 3 Einheiten nach rechts und 3 Einheiten nach oben.
Zeichnen Sie firr jeden der Eckpunkte des Dreiecks den Verschiebungspfeil ein.

y

hstaben oder den Punktnamen von Anfang und Ende
. e VT ]
em Pfeilersehen, z. B. g, b, ¢, AX, BB, CC..

Vektoren im Raum:

vy
v,
vy

v,, v, und v, heiBen Koordinaten des Vektors V. Sie sind reelle Zahlen und stellen die Ver-

schiebungsanteile in Richtung der x-Achse, y-Achse bzw. der z-Achse dar.

<l
1l
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Aufgabe 2

Fiihren Sie die angegebenen Verschiebungen zeichnerisch durch.
Geben Sie die Koordinaten der jeweiligen Bildpunkte an.
Kontrollieren Sie Ihre Ergebnisse mit GeoGebra.

© RAABE 2025

Original

Ve

erschiebd
4

Verschiebung

(=)

Aufgabe 3
Beschreiben Sie, wie Sie rechnerisch die Bildpunkte ermitteln kdnnen.
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Wichtige Begriffe zu Vektoren M 4

Vektoren zwischen zwei Punkten: Verbindungsvektoren
Wenn von einem Vektor v der Anfangspunkt P( p1| p2| ps) und Endpunkt Q(q1| q2| qs) bekannt
sind, lassen sich die Koordinaten des Vektors ganz einfach durch die Differenz der zugehdrigen Koy,
ordinaten von P und Q berechnen:

[P
v=pPQ=|9,-p,
q,-p,

Wichtig: ,Koordinaten des Endpunkts — Koordinaten des Anfangspunkts’, sonst
Gegenvektor, der zwar die gleiche Linge, jedoch die entgegengesetzte Richtung be

Beispiele: P(7 | 3]1), Q(—4|-1]5),R(2| 0] 6)

. <—4 - 7> (-11) N <2 - (—4)>
PQ=|-1-3)= -4 QR =0-(¢1] =
5-1 4 6-5

o

Ortsvektor eines Punktes
Die Lage eines Punktes im Koordinatensystem lasst sich b
Pfeil OP verwendet, der im Ursprung O startet upd i
und wird iblicherweise mit p bezeichnet. Dj
ordinaten des zugehdrigen Punktes.

Beispiele:

Betrag eines Vektors
Der Betrag |V | eines Vektors
berechnen:

ie Lange der einzelnen Pfeile. Diese lasst sich folgendermaRen

- (2)

= V9+25 = V34 ~58 [Vl = (-3)7+07+42 = V9+16 = V25 = 5
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Aufgabe 1
Gegeben sind die Punkte P(3| 5| 4), Q(-2 | 3| -1) und R(8 | -3 | =5).
Geben Sie die Ortsvektoren von P, Q und R an.

Aufgabe 2
Gegeben sind die Punkte P(1|0|-1), Q(-3|2|0) und R(4|-2]|3).

_— - —

a) Berechnen Sie die Verbindungsvektoren PQ, QR, PR,
b) Beschreiben Sie, was Ihnen dabei auffallt.

Aufgabe 3

Berechnen Sie den Betrag der Vektoren U = (
Aufgabe 4

b) Berechnen Sie die Verbindungsvektoren, di
¢) Berechnen Sie den Umfang des Dreiecks.

Schreiben Sie fiir die folgenden A
Aufgabe 5
Gegeben ist das Dreieck ABC mit A
a) Uberpriifen Sie, ob es sich um ein all

Dreieck handelt.
b) Ergdnzen Sie einen

eg kommentiert auf.
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-1), B(2 | -3|1) und C(7]-4|3).
ines, gleichschenkliges oder sogar gleichseitiges

ABCD eifi Parallelogramm ergibt.

Aufgabe 6

(2)me- ()

a) Berechnen Sie das Volumen des Quaders.
b) Berechnen Sie die Lange der Raumdiagonalen.
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Aufgabe 8

Die Punkte P(1]0|-1),Q(-1|1]0) und R(0 | -1 | 1) werden am Ursprung gespiegelt.
Geben Sie die Bildpunkte P; Q; R“von P, Q und R an.

Aufgabe 9

Die Punkte P(=3| 2| 4) und Q(4 | -2 | 2) werden am Punkt R(2 | =3 | —1) gespiegelt.

a) Berechnen Sie die Bildpunkte von P und Q.

b) Uberpriifen Sie, um was fiir ein Viereck es sich bei PQP'Q* handelt.
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Rechengesetze

Kommutativgesetz
Fur die Addition von Vektoren gilt das Kommutativgesetz:

5y o
. y pa(e 2+0=0+3
Z R 5 (2)+G

-
Q)

x

/N

w v

~—
+

|

W

- N -
Anschaulich Lsst sich der Summenvektor ¢ = @+ b als Diagon tor in de aundb
aufgespannten Parallelogramm betrachten.
Fur die Subtraktion von Vektoren gilt das Kommutativgesetz niSat:

y
6
5
b+b-a

4

3 5\ _ (-2
: 2)-6) - ()
2

5 3\ _ (2
1 3) —1) - (4)
0

Fur die Skalar-Multiplik

5 2
. r-a=a-rr e R

(%)
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Assoziativgesetz
Fir die Addition von Vektoren gilt das Assoziativgesetz:

(G+p)+e=3+(3+d =3
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Distributivgesetz
Fir die Skalar-Multiplikation gelten die Distributivgesetze:

y
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Lineare Abhangigkeit und Unabhangigkeit 10

Vektoren heiRen linear abhdngig, wenn sich mindestens einer von ihnen als Linearkombination der
anderen darstellen lasst. Anderenfalls sind diese Vektoren linear unabhdngig.

Damit in der Praxis nicht alle Vektoren einzeln Uberprift werden miissen, wird der Nullvektor al
Linearkombination der zu iiberpriifenden Vektoren dargestellt.

M Siesind linear unabhangig, wenn die einzige Losung des LGS ist, dass alle Koeffizienten null

sind.
M Sie sind linear abhdngig, wenn mindestens eine Losung des LGS existiert, bei der nichta

Koeffizienten null sind.
Beispiel: Untersuchen Sie, ob die gegebenen Vektoren linear abhangig oder unabfingig sind.
0\ , /1 1 2
a=(1)b=(1)2=1o0 i=(1)
1 0 2 0
Zu bestimmen sind r, s und t, sodass folgende Gleic
0 0 1 1 0
O)=r-{1)+s-{21)+t-(O 0
0 1 0 2 0

Aufstellen des L

M 0=s+t
(I) 0=r+s
(n 0 =r+2t

endlich viele Losungen hat,
toren linear abhdngig.

Dar=s =t =0,sind die Vektoren
unabhangig.

Besondere Formen de agren Ab

Drei Vektoren heiRen komplanar, wenn sie in
einer Ebene liegen. Sie sind linear abhangig,
sodass g sodass sich der Nullvektor als Linear-
anderergii asst: kombination der Vektoren darstellen lasst:

(§)-+ ()60
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