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Komplexe Zahlen

Komplexe Zahlen —Von eingebildeten Zahlen bis
zur Mandelbrotmenge

Mana Hitzenauer

Wikimedia Commons, ge

Zahlen kennen. Sie iiben spielerisch
den Darstellungswechsel komplexer Zahlen mit der Think-Pair-Share-Methode
die Multiplikation und Division. Zum Abschlu ie Lernenden komplexe Folgen und die
Mandelbrotmenge.

KOMPETENZPR i LearningApps - _
s interaktive Lernbausteine

Klassenstufe:

14 Unterrichtsstunden
athematisch argumentieren (K1), mathematische Darstellungen
verwenden (K4), mit mathematischen Objekten umgehen (K5),
mit Medien mathematisch arbeiten (K7)
Rechenregeln komplexe Zahlen, GauR'sche Zahlenebene, Polar-
darstellung, quadratische Gleichungen, Kreisteilungsgleichungen,
komplexe Folgen, Mandelbrotmenge
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Auf einen Blick

Einstieg
Thema: Mathematikgeschichte
M1 Entwicklung der Zahlenraume
Erarbeitung |
Thema: Komplexe Zahlen
M2 Algebraische Form der komplexen Zahlen
M3 Rechnen mit komplexen Zahlen
M4 Gaul'sche Zahlenebene
M5 Polarform
Bendtigt: O Digitale Endgerate mit Interne ingApp b eoGebra)
Ubung
Thema
M6
M7
Bendtigt
Erarbeitu
Thema
Itiplikation und Division in der Polarform
Terme und Gleichungen mit komplexen Zahlen
Kreisteilungsgleichungen
M Komplexe Folgen entdecken
12 Mandelbrotmenge
Lernerfolgskontrolle
Thema: Komplexe Zahlen
mi3 Lernerfolgskontrolle zu den komplexen Zahlen
Bendtigt: O Digitale Endgerdte mit Internet (fur LearningApp)
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Hilfestellungen

Thema: Komplexe Zahlen

M 14 Tippkarten

Minimalplan

Die Zeit ist knapp? Dann planen Sie die Unterrichtseinheit fiir 5-7 Stunden wie folgt:
M2 Algebraische Form der komplexen Zahlen

M3 Rechnen mit kamplexen Zahlen

M 4 Gaul'sche Zahlenebene

M5 Polarform

M9 Terme und Gleichungen mit komplexen Zahlen, Aufgaben 2 und 3
M1l Komplexe Folgen entdecken, Aufgabe 3

Erkldrung zu den Symbolen
Dieses Symbol markiert differenziertes Material. Wen
finden sich die Materialien auf mittlerem Niveau.
@ einfaches Niveau @ mittleres Ni

ewiesen, be-
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M1 Entwicklung der Zahlenraume

Zundchst begannen die Menschen, T2 3 4 5 6 7 8 9 o

. . i Nio& Ghit (Indian)* — = = ¥ ¢ 1 '1
Dinge zu zahlen. Bereits vor 5000 Jah- . . . .

ave [nscriptions -

ren legten sie fir bestimmte Mengen ~ (Iadian)® == h e 793
Schriftzeichen fest. Die natiirlichen ~Devansgarit. . . 1 X 2 ¥ 4 1T ¢ e
Zahlen entstanden langsam aus dem  Eastern Arabic? 't 3¢ 89 vaggoe
Zahlvorgang mit zehn Fingern. Ghoblir? . . I ¢t 3 ¢y 61989 o0
Mit dem Teilen ganzer Zahlen tauchte  Boetivs® . . . I T N a0 b A § 9
schnell ein erstes .,thlerm" auf- FUr grcte Zahizeichen verschiedener Kulturen.
die meisten Divisionen gibt es keine Wikimedia Commons, gemeinrei
ganzzahlige Lisung. 5o entwickelten
sich schon frih die Bruchzahlen, die wir heute mit einem waagerechten Strich z en zwei a
einander stehenden Zahlen oder mit einem Komma schreiben.
Die Kulturen entwickelten sich weiter, statt Warentausch kam nun Gel i Sub-
traktion griferer Zahlen von kleineren, etwa beim Schuldenmache in
China vor ca. 2200 Jahren die negativen Zahlen. Ein kurzer, waage i r Zahl symbo-

lisiert heute dessen negative Eigenschaft.

vor 5000 Jahren eine
wa die Zahlen 12 und 102
. Das ,Michts” fand aber als
e Zahl erst 700 lahre nach dem

Das Zehnersystem, wie wir es heute kennen,
stammt daher urspriinglich aus Indien.

Mit der Null waren damit die ganzen und zu-
gleich die rationalen Zahlen komplett, also alle
Zahlen, die man als endlichen Bruch schreiben
kann.

en etwa bei ihren Uberlequngen zur Diagonale eines Quadrats mit
die Gleichun x? = 2 und wurden in den rationalen Zahlen nicht fundig,
Jezimalzahl mit unendlich vielen Kommastellen, die sich nicht wiederholen.
irrationalen Zahlen — also die nicht rationalen Zahlen geboren. Zusammen mit
ahlen bilden sie die reellen Zahlen. Die , Liicken” auf dem Zahlenstrahl waren jetzt

Babylonische Steintafel ca. 18
ganzzahligen Losungen fiir den
Pythagoras.
Wikimedia Comi

erolamo Cardano (1501-1576) versuchte im 16. Jh. kubische Gleichungen zu [8sen und rechnete

mutlich als Erster mit ,eingebildeten” Zahlen, um Wurzeln von negativen Zahlen zu ziehen. Ra-

fael Bombelli (1526-1572) definierte darauf aufbauend die Rechenregeln der komplexen Zahlen
und flihrte eine imaginare Einheit ein.

Aufgabe

Fassen Sie mithilfe des Texts zusammen, warum die Kulturen bzw, Gesellschaften den Zahlenraum
schrittweise erweitern mussten.
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Algebraische Form der komplexen Zahlen M2

Gleichungen wie ¥ ? = — 1 haben in den reellen Zahlen keine Lésung, da kein Quadrat einer reellen

Zahl negativ sein kann. Um trotzdem eine Lisung zu erhalten, definierte man eine sogenannte

imagindre Einheit i, deren Quadrat minus Eins ist:
2
iT=-1

Die imagindre Einheit i ist keine Zahl, keine Variable und auch kein Parameter, sondern stellt ein
eigenes Element der Mathematik mit speziellen Eigenschaften dar. Insbesondere hat i keine Grofie
und ist weder positiv noch negativ. Mithilfe von i lassen sich kamplexe Zahlen z definieren, die sich
aus folgender Summe der reellen Zahlen @ und b mit i ergeben:

Z=a+b-i

Das ist die algebraische Form der komplexen Zahl z. %’:";ﬁ

Die reelle Zahl @ nennt man Realteil (Re) und die reelle %—
Zahl b den Imaginarteil (Im) der komplexen Zahl z. T

Die Gesamtheit aller Zahlen, die sich in dieser Form dar-
stellen lassen, bezeichnet man als die komplexen Zahlen
. Da i keine Grofe hat, lassen sich die komplexen Zahlen
in dieser Form nicht ordnen.

Visualisierungder Za
Wikimedia Com

Grundrechenarten mit der algebraischen Form
Beim Rechnen mit komplexen Zahlen verhalt sich i o iable, icht immer!
In der Regel ersetzt man beim Rechnen stets das ahl minus Eins.

Addition und Subtraktion
Zwei komplexe Zahlen z =g + bi und w subtrahiert) man, indem man ihre
Realteile und Imagindrteile getren [ [ ubtrahiert) und i beibehalt:

Z+W = ([@+c)+(b+ali

Multiplikation
Zwei komplexe Za

der konjugiert komplexen Zahl w = ¢ — di erweitert, um den Nenner reell zu machen:
z _a+hi _ la+billc-d) _ ac-adi+bci-bdi? _ ac+(-ad + be)i - bdi*

W ocadi (c+dlle-dil ¢ -cdi+edi-d?it - di?
_ac+(-ad+bci-bd-(-1) _ ac+bd+{-ad + bo)i
B ct—dt o -1) - o+ d?

_ac+bd  (-ad+be).
T+ gt £+ g !

Bei der konjugiert komplexen Zahl andert sich nur das Vorzeichen des Imagindrteils. Im Nenner
ergibt sich damit die dritte binomische Formel.
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Polarform M5

Die Lage des Punkts auf der GauR'schen Zahlenebene kann
man auch anders beschreiben:

Man misst den Winkel @ (Argument) zwischen Realteilachse
und Vektor. Die Linge bzw. den Betrag des Vektors |7 | be-
zeichnet man mit r. Dadurch ergeben sich fir die Katheten-
langen des rechtwinkligen Dreiecks r - cos(g) und r - sinjg).
Fiir z erhalt man daher

Im

z=r-cos{p)+r-sinfp)-i

r-sin(i)

- f’- Z = r-cos(@)+r-singg)-i = r-(cos(g)+i-sinig)
r-cos{) Die konjugiert komplexe Zahl Z ergibt sich durch den Vor-
zeichenwechsel beim Imagindrteil:
Z = r-(cosjg) - i-sin(g))
Aufgrund von sin(@) = sin(p + 2m) = sin(g + 41) = sin(p + 6m) = .. und analog dazd Ko-
sinus gibt es unendlich viele Polarformen einer komplexen Zahl.
n

J
_\
il

Von der algebraischen Form zur Polarform
Die komplexe Zahl z = @ + bi # 0 kann man eindeutig in die Polarfor
das Intervall fiir das Argument g einschrankt, z.B. @ € [0;2 1 [.

Den Betrag r bestimmt man iiber die Lange des Vektors Z :
r=F=var+p?

Je nachdem, in welchem Quadranten die komplexe Zahl z
Argument nach diesen Formeln:

rechnet sich der Winkel bzw. das

II. Quadrant . Quadrant
¢ = cos'(f) o = os'(§)
Il Quadrant IV, Quadrant

@ = 2m-cos? Q= zn—cus"{%]

Aufgabe 1

A

Von der Polarform zur algebraischen Form
Eine komplexe Zahl in Polarform z = r- (cos(g) + i - sin(p)) kann man eindeutig iiber folgende Be-
ziehungen in die algebraische Form (berflihren:

a=r-cos(p)

b=r-sin(p)
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Umklappspiel: Spielplan
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M8

U 4O

Multiplikation und Division in der Polarform

Die nachfolgende Methode nennt sich Think-Pair-Share, dabei lgsen Sie zundchst die Aufgabe
in Einzelarbeit (Think-Phase), tauschen dann lhre Losung mit einem Partner bzw. mit einer Part-
nerin aus (Pair-Phase) und diskutieren anschlieRend die Ergebnisse mit der ganzen Lerngruppe

(Share-Phase). Die Aufgaben sind nicht einfach, nutzen Sie daher die Tippkarte,

Multiplikation

Think: Einzelarbeit

Berechnen Sie das Produkt der komplexen Zahlen z und w ausschlieRlich in Po

Person1: z, = 2‘(“’5(%)”‘5i"(g))

Person2: z, = % (cns(%) +i Si”(%))

i i
Pair: Partnerarbeit

Uberpriifen Sie die Lasung lhres Partners
bzw. lhrer Partnerin. Diskutieren Sie lhre
Losungen der Einzelarbeit: Finden Sie Ge-
meinsamkeiten und Unterschiede.
Verallgemeinern Sie, wie man zwei kom-
plexe Zahlen in ihrer Polarform
multiplizieren kann. Formulieren Sig,
geometrische Transformation bei der M
plikation stattfindet.

ruch, wie man zwei komplexe
r Polarform multipliziert,

Division

Deute
ansformation.

Aufgabe 2

Zeigen Sie, dass 7 *7 = |z|” gilt. Nutzen Sie dazu Ihre Ergebnisse aus dem Think-Pair-Share der

Multiplikation,

Aufgabe 3
Zeigen oder widerlegen Sie |7]|° = |22].
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die Konjugation einer komplexen Zahl geometrisch: Beschreiben Sie die geometrische
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M12

28

Mandelbrotmenge

Eine besondere komplexe Folge ist die Folge
z, =z +cmitz, = Oundk=1,23..
wobei c fiir eine beliebige komplexe Zahl steht.

Aufgabe 1
Berechnen 5ie fiirc = 1, c = iund ¢ = 0,2 arbeitsteilig jeweils die ersten sieben Folgeglieder und evil.
den Betrag der Folgeglieder. Diskutieren Sie Ihre Ergebnisse in der Gruppe.

Aufgabe 2

Stellen Sie die ersten zehn Folgeglieder der Folge

z =z, +cmitz, = Oundk=1,23..

fir beliebige komplexe Zahlen ¢ in GeoGebra dar.

Definieren Sie dazu zundchst eine komplexe Zahl ¢, z. B. mit der Eingabe ¢ =4 + i und gifie komplexe
Funktion fiz) = z? + ¢ sowie das erste Folgenglied z, = 0% + ¢. Markieren Sie das/erste Folgeglied
farbig. Die nachsten neun Folgeglieder kbnnen Sie mit z, = fiz yz, = fz,) usik.eingeben. Ver-
binden Sie die Folgeglieder nacheinander mit einer Linie.

Tipp: Das geht mit dem Strecken-Werkzeug recht einfach, wenn Sie z. B. c = 0,28 +0,02/ wahlen,
Verschieben Sie die komplexe Zahl ¢ in der Grafikansicht; umisich verschiedené Folgen anzusehen.
Geben Sie drei komplexe Zahlen an, fir die die Betrige aller Folgeglieder unter zwei bleiben.

Mandelbrotmenge

Jede komplexe Zahl c, fiir die alle Folgegliedenden Betrag zwel nicht liberschreiten gehort zur so-
genannten Mandelbrotmenge, benannt nach dem franz@sisch-Us-amerikanischen Mathematiker
Benoit Mandelbrot (1924-2010).

Aufgabe 3

Stellen Sie die Mandelbrotmenge mibeiner Software lhrer Wahl dar, Z. B. mit GeoGebra:

Erstellen Sie dazu zunachst eife Sehaltflache. Mit einem Rechtsklick auf die Schaltflache gelangen
Sie zu den Einstellungen der Schaltfliche. Wahlen Sie den Reiter ,Skripting” und darunter den Rei-
ter ,Bei Mausklick”. Hierkonnen Sie ein Skript einfigen, das direkt nach einem Linksklick auf die
Schaltfliache ausgefihrt wird: Achten Sie darauf, unter dem Eingabefenster im Dropdown-Menii
depMenupunkt ,JavaSeript” auszuwahlen.

Efstellen Sie mithilfe eines Chatbots einen JavaScript-Code, der die Mandelbrotmenge mit schwar-
zen Punkten darstellt. Testen Sie dafiir die komplexen Zahlen mit Realteilen zwischen —=1,5 und 0,5
und Imagindrteilen zwischen =1 und 1 mit einer Schrittweite von 0,01.

Testen Siedie ersten hundert Folgeglieder.

Tipps:

Achten Sie auf einen maglichst effektiven Code, denn es miissen viele Berechnungen durchgefiihrt
werden. Beginnen Sie erst mit einer kleineren Schrittweite wie 0,1 und weniger Folgegliedern, z. B.
zehn, damit Sie den Programmcode besser testen kinnen.
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