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Beschleunigung und Geschwindigkeit beim Sprint
mit der Exponentialfunktion modellieren

Matthias Borchardt

Diese Unterrichtseinheit verbindet Exgonentialfunktionen mit einem realitatsnahen Kontext aus
C schwindigkeit, Beschleunigung, Weg und Leis-
tung anhand eines mathematis d interpretieren die Ergebnisse sachgerecht. Dabei
vertiefen sie zentra 2 £ ans wie Ableitung, Integration, Extremwertprobleme und
alisch. Digitale Medien und eine optionale Simulation unter-
d fordern die Motivation.

Klassenstufe:
Dauer: 4—8 Unterrichtsstunden
Kompetenzen: Probleme mathematisch losen (K2), mathematisch modellieren

(K3), mathematische Darstellungen verwenden (K4), mit mathe-
matischen Objekten umgehen (K5), mit Medien mathematisch
arbeiten (K7)

Inhalt: Exponentialfunktionen, Ableitung, Integration, Extremwert-
probleme, Leistung
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Auf einen Blick

Lernstandsdiagnose

M1 Kdnnen Sie das noch? Aufgaben zur e-Funktion
Erarbeitung

M2 Der Weltrekordlauf von Usain Bolt

m3 on der Geschwindigkeit zur Beschleunigung

M4 Von der Geschwindighkeit zum zuriickgelegten Weq
M5 Die maximale und die durchschnittliche Leistung
Computersimulation

M6 Dynamische Darstellung der ph

ikalische Grifen

planen Sie die Unterrichtseinheit fiir 4 Stunden mit den folgenden Mate-

Kdnnen Sie das noch? Aufgaben zur e-Funktion
Der Weltrekordlauf von Usain Bolt

3 Von der Geschwindigkeit zur Beschleunigung

Von der Geschwindigkeit zum zuriickgelegten Weg
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Konnen Sie das noch? Aufgaben zur e-Funktion M1
Aufgabe 1 @
Sechs der acht Funktionsgleichungen passen zu den sechs Graphen, Ordnen Sie die Funktions-

gleichungen den passenden Graphen zu und begriinden Sie kurz |hre Entscheidungen.
A flx)=e%* -4

B. f(x)=4—g 05

C flx)=e 05" =3

D flx)=e "% =4

B flx)=5—e 05"

Foflx)=4—e%%"

G flx)=e "5 -5

H. flx)=3-¢%%"
T

Aufgabe 2
a) Gegebemist d

O)

gung dieser Sekante. (Runden Sie auf 2 Nachkommastellen.)
Sie die Steigung der Tangente an der Stelle x = 4.
3. Be ie die Stelle, an der der Funktionsgraph die Steigung 1 hat.
b) Gegeben ist die Funktion f(x) = 30 - e~ %3 *- (1-e79%%), xeR.
1. Berechnen Sie die Extrempunkte der Funktion.
2. Berechnen Sie den Flacheninhalt, welchen die Kurve im Intervall [0 ; 10] mit der x-Achse
einschlielit.

Tipp: Multiplizieren Sie die Klammer aus und integrieren Sie dann.
3. Berechnen Sie den Flicheninhalt, welchen die Kurve von Null bis ins Unendliche mit der

x-Achse einschlieft,

<
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Der Weltrekordlauf von Usain Bolt

@ PhotoBobil Wikimedia Commans, CC BY-2.0,
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klassesprinter und Lasst sich mathematisch in guter Naherung du
Form v() = v yae (1= e7F") beschreiben, wobei v gy
schwindigkeit darstellt und k eine Konstante ist, welche depu
Konkret ergibt sich fiir die Modellkurve die Funktion v (
den und vin m/s gemessen werden.

124

e die Geschwindigkeit zum Zeitpunkt t = 1 5 sowie beim Zieleinlauf, also zum Zeit-
pu 9,58 5. Geben Sie die Ergebnisse auch in der Einheit km/h an.
Tipp: Sie erhalten die Einheit km/h, indem Sie die Zahl mit der Einheit m/s mit 3,6 multi-
plizieren.

b) Uberlegen Sie: Wiren Sie in der Lage, die berechneten Geschwindigkeiten mit lhrem Fahrrad
auf gerader Strecke zu erreichen?
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Von der Geschwindigkeit zur Beschleunigung

Physikalisch ist die Beschleunigung als Geschwindigkeitsdanderung pro Zeitintervall definiert. Wenn
wir nun das Zeitintervall beliebig klein werden lassen, erhalten wir die Beschleunigung zu einem
bestimmten Zeitpunkt. Die Beschleunigungsfunktion gibt daher die momentanen Anderungsraten
der Geschwindigkeitsfunktion wieder, oder auf andere Art formuliert: Die Beschleunigungsfunktion
a(t) ergibt sich durch Ableiten der Geschwindigkeitsfunktion v(t).

Esgiltalsoa(t) = v'(t).

Aufgabe
Das Diagramm zeigt die zeitliche Entwicklung der Geschwindigkeit gema® der Modellfunktion

v(t)=12-(1 -7 %81,

Bl

—a
L

Geschwindigkeit v (m/s)
P = @ o =

a) Beschreiben Sie zunac
Geschwindigkeitsku

aunigung die Funktion a(t) = 9,6 - e ~ %% " ergibt.

jsfunktion a(t) graphisch dar (z. B. mithilfe von GeoGebra) und

erlauf der Beschleunigung im Sachzusammenhang.
Beschleunigung zu den Zeitpunkten 0, 1 und 2 Sekunden und vergleichen

isse mit dem Wert der Erdbeschleunigung von 9,81 m/s?, also mit der Be-

im freien Fall.

Hinweis: Die Beschleunigung a hat die Einheit m//s®.
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In der Physik ist die Geschwindigkeit als Wegdnderung pro Zeitintervall definiert. Wenn wir nun die
Geschwindigkeit nicht innerhalb eines Zeitintervalls, sondern zu einem bestimmten Zeitpunkt be-
rechnen wollen, miissen wir die momentane Anderungsrate des Weges s bestimmen. Somit er-
halten wir die Geschwindigkeitsfunktion v(t), indem wir die Weg-Funktion s{t) ableiten. Es gilt also
v(t)=s'(t).

Im konkreten Fall kennen wir die Weg-Funktion nicht, dafiir aber die Geschwindigkeitsfunktion, Um
die Weg-Funktion zu ermitteln, missen wir also umgekehrt verfahren und die Weg-Funktion mit-
hilfe der sStammfunktion von v(t) berechnen.

t
Kunkretgiltalsu:s{t)=f vix) dx
0

Wie zuvor wird die Modellfunktion v(t) = 12 - [1 —-e —0.a~t] verwendet.
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Die maximale und die durchschnittliche Leistung

Damit der Sprinter auf seine Endgeschwindigkeit kemmt, muss er in den ersten Sekunden nach dem
Start stark beschleunigen. Innerhalb dieser Phase wird am meisten Leistung (gemessen in Watt) in
harizontaler Richtung umgesetzt. Physikalisch ergibt sich die Leistung pro kg aus dem Produkt
von Geschwindigkeit und Beschleunigung. Es gilt Prt:} = yv(t)- alt), wobei m die Masse des be-
schleunigten Kérpers ist.

Beachten Sie, dass dies nur zum Teil die Leistung beschreibt, die in den Muskeln des Sprinters um-
gesetzt wird. Sie erkennen dies allein schon daran, dass die obere Formel eine Leistung von null
Watt ergibt, sobald die Geschwindigkeit konstant ist. Denn dann erfihrt die Masse m keine Be-
schleunigung mehr in horizontaler Richtung (a(t) = 0) und das Produkt aus Geschwindigkeit und
Beschleunigung ist null, obwohl die Muskeln natiirlich auch wahrend der konstanten Geschwindig-
keit Arbeit verrichten.

Infobox fiir Physikerinnen und Physiker

Die Arbeit Wist in der Physik definiert als das Produkt aus der Kraft F und dem zurii
Weg s (,Kraft mal Weg"). Die Leistung P ist definiert als der Quotient aus verric
und verstrichener Zeit £.

Esgiltalso: W=F-sundP ="
AuBerdem ist die Kraft mit der Beschleunigung tber verkniipft und fi
konstanter Geschwindigkeit gilt v = :

Darauserhaltenwir:P=%=F%=.F- =Fv=m:a- rch m divi-

3 'q--|u-|

dieren, ergibt sich die Leistung pro Masse:

Aufgabe 1

a) Zeigen Sie, dass dies im konkrete
ergibt.

b) Das Diagramm (Abb. 1)

aximale Leistung erreichen konnte. Berechnen Sie
ums und geben Sie den maximalen Leistungswert (in

nach wie vielen Metern das Maximum der Leistung erreicht wurde,

den Zeitpunkt t ., ,, in die Funktion s{t) ein.

d) Berechnen Sie auch die Geschwindigkeit, die der Sprinter zum Zeitpunkt t , ., erreicht hat.
Was fallt Ihnen an dem Ergebnis auf?
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